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LISSITÉ DE LA COURBE DE HECKE DE GL2 AUX POINTS
EISENSTEIN CRITIQUES.
J. BELLAÏCHE ET G. CHENEVIER
Abstrat : Let p be a prime number and C be the p-adi tame level 1 eigenurve intro-
dued by Coleman-Mazur. We prove that C is smooth at the evil Eisenstein points and
we give neessary and suient onditions for etaleness of the map to the weight spae
at these points in terms of p-adi zeta values. A key step is the determination at these
points of the shemati reduibility lous of the pseudo-harater arried by C restrited
to a deomposition group at p. Then, the smoothness appears to be a onsequene of the
fat that the Dirihlet L-funtions only have simple zeros at integers.
Introdution
Soient p un nombre premier et C la ourbe de Heke p-adique de GL2 de niveau modéré
1, "the eigenurve", introduite par Coleman et Mazur dans [CM℄. Notons G le groupe
de Galois de Q non ramié hors de p et T : G→ A(C) le pseudo-aratère de dimension
2 portée par C. Les points Eisenstein ritiques sont les points x(k,ε) de C en lesquels
Up(x(k,ε)) = p
k−1
et T est la trae de la représentation
Qp.ε⊕Qp(1− k),
k ≥ 2 étant un entier et ε un aratère d'ordre ni de G non trivial si k = 2 et vériant
ε(−1) = (−1)k. Ces points forment une partie disrète de la partie non ordinaire de C
et tout point de ette dernière où T est rédutible est de ette forme. Dans et artile,
nous prouvons que C est lisse en x(k,ε) et nous donnons un ritère pour que le morphisme
vers l'espae des poids, κ : C → W, y soit étale.
On onjeture que C est lisse en tous ses points lassiques. Aux points lassiques
rédutibles
1
ordinaires, il est aisé de vérier que C est lisse et même que κ est étale,
de sorte que nous démontrons ette onjeture pour tout point lassique rédutible. En
e qui onerne la lissité aux points lassiques irrédutibles, elle est onnue dans de
nombreux as par les travaux de Kisin [K, thm. 11.10℄.
Notons également qu'en un point lassique non ritique z, le théorème de lassiité de
Coleman montre que le degré de κ en z est égal à la dimension de l'espae aratéristique
(pour les Tl, l 6= p, et Up) de la forme f assoiée à z dans l'espae des formes lassiques
de même poids que f . En partiulier, dans le as non ritique, κ est étale en z si, et
seulement si, Up agit de manière semi-simple sur et espae aratéristique, e qui est
onjeturé, et implique la lissité dans ertains as (f. [CM, or. 7.6.3℄).
1
Nous dirons qu'un point x de C est rédutible (resp. irrédutible) si l'évaluation de T en x l'est.
1
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Notre démonstration repose sur l'étude des lieux de rédutibilité shématique Spec(R)
et Spec(Rp) respetifs de T et T|D au voisinage d'un point x Eisenstein ritique, D ⊂ G
étant un groupe de déomposition en p. Nous montrons en utilisant un résultat de Kisin
que Spec(Rp) est inlus dans la bre en x de κ, puis qu'ils sont égaux en utilisant le as
limite du ritère de lassiité de Coleman. Nous en déduisons que Spec(R) est le point
fermé réduit x. En utilisant des tehniques de Mazur-Wiles [MW℄, nous obtenons une
majoration du nombre minimal de génerateurs de l'idéal dénissant Spec(R) (don ii de
l'idéal maximal m de OrigC,x) en terme de la dimension de ertains groupes de Selmer. La
prinipalité dem apparaît alors omme onséquene de e que les fontions L de Dirihlet
n'ont que des zéros simples aux entiers et des onjetures de Bloh-Kato, onnues pour
es dernières. En e qui onerne le degré de κ en x, nombre assez mystérieux du fait que
x est ritique, nous montrons qu'il vaut 1 si, et seulement si, une ertaine valeur expliite
de la fontion ζ p-adique est non nulle. Cette non-annulation est onjeturée, mais non
onnue ; elle est équivalente à la non-annulation d'un ertain régulateur p-adique.
Les auteurs sont heureux de remerier Pierre Colmez, Barry Mazur, Christophe Soulé et
Jaques Tilouine pour leur soutien et des disussions utiles, ainsi que le C.I.R.M. (Luminy,
Frane) où une partie de e travail a été réalisée en novembre 2003. L'un des auteurs (J.
B.) remerie de plus l'I.P.D.E. pour son soutien nanier et l'université de Rome I pour son
hospitalité.
Notations : p est un nombre premier, Qp une lture algébrique xée de Qp, et v :
Q
∗
p → Q la valuation p-adique normalisée par v(p) = 1. Si X/Qp est un espae rigide, on
note A(X) l'anneau des fontions analytiques globales sur X et OrigX le faiseau strutural
de X . Nous entendrons par X(Qp) la réunion des X(F ) où F parourt les sous-extensions
nies de Qp.
1. Rappels sur C
La référene pour ette partie est [CM℄.
1.1. Soient p un nombre premier, W := Homgr−cont(Z
∗
p,G
rig
m )pairs, et κ : C → W la
ourbe de Heke p-adique de niveau modéré 1 pour le groupe GL2. C'est la ourbe ana-
lytique
2
sur Qp onstruite par Coleman et Mazur dans [Co1℄ et [CM, Chap. 7℄ (voir aussi
[Bu℄ pour p = 2) à partir du système de modules de Banah sur W des formes modu-
laires p-adiques suronvergentes. La ourbe C est séparée, réduite, équidimensionnelle de
dimension 1. Le morphisme κ est plat, loalement ni.
1.2. SoitH := Z[{Tl, l 6= p}, Up]. On dispose par onstrution ([CM, Chap. 7℄) d'un mor-
phisme d'anneaux H → A(C) de sorte que l'on verra les éléments de H omme des fon-
tions analytiques globales, bornées par 1 partout, sur C. Par onstrution toujours ([CM℄),
l'appliation anonique "système de valeurs propres" χ : C(Qp) → Homann(H,Qp) est
injetive, et identie C(Qp) à l'ensemble des formes modulaires p-adiques suronvergentes
2
Préisément, la ourbe C étudiée ii est elle notée D lo.it. Nous n'utiliserons pas l'identiation
de D ave la nilrédution de l'espae Cp onsidéré aussi lo.it.
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propres, de pente nie, et de niveau modéré 1. Soient F/Qp un orps loal, x ∈ C(F ).
On note fx l'unique forme p-adique suronvergente propre normalisée orrespondante
3
,
et M(x) ⊂ M †κ(x) l'espae aratéristique pour H de fx. L'image H(x) de F ⊗Z H
dans EndF (M(x)) est une F -algèbre loale de dimension nie. L'aouplement stan-
dardM(x)×H(x) → F , (f, h) 7→ a1(h(f)) est non dégénéré, sauf si κ(x) = 1 et x est sur
la droite Eisenstein ordinaire, auquel as il est nul mais dimF (M(x)) = dimF (H(x)) = 1
(f. [CM, prop. 3.6.1℄).
Proposition 1. Si x ∈ C(F ), il existe un F -voisinage anoide Ω de x tel que :
(a) κ(Ω) est un ouvert anoide,
(b) κ|Ω est ni et plat, étale hors de x, de degré dimF M(x),
() la bre de κ|Ω au dessus de κ(x) s'identie anoniquement à Spec(H(x)).
De plus, l'appliation naturelle OrigW ,κ(x) ⊗Z H → O
rig
C,x est surjetive.
Preuve: Choisir Ω tel que (a) et le premier point de (b) soient vrai est possible par
onstrution. Posons V := κ(Ω), Fx la bre de κ|Ω au dessus de κ(x). D'après [Be,
lemme 2.1.6℄, les κ−1(U) ave κ(x) ∈ U forment une base de voisinages rigides analy-
tiques de Fx. Ainsi, quitte à réduire V et remplaer Ω par sa omposante onnexe on-
tenant x, on peut supposer que Fx est un shéma loal, et que κ est étale hors de x. Soit
y ∈ V \{κ(x)}, alors par onstrution, le degré de κ est |κ−1(y)| =
∑
κ(z)=y dimF (H(y)) =∑
κ(z)=y dimF (M(y)). Ce degré est aussi dimF (M(x)) ar la famille de formes modu-
laires déoupée par Ω est loalement libre sur A(V ), e qui termine de prouver (b). En
réappliquant le raisonnement i-dessus au point x et en utilisant la platitude de κ et
dimF (M(x)) = dimF (H(x)), on en déduit (d). La dernière assertion est satisfaite par
onstrution. 
1.3. Terminons ette setion par la desription de ertaines omposantes partiulières
de C. Le lieu parabolique de C, que l'on notera C0, est le fermé réduit de C déni par
C0 := {x ∈ C, fx s'annule à la pointe ∞}.
Par onstrution de C, 'est un fermé Zariski de C qui est d'équidimension 1. La restrition
de κ à C0 est enore ni et plate.
Enn, le lieu ordinaire de C, que l'on notera Cord, est l'ouvert admissible de C déni
par
Cord := {x ∈ C, |Up(x)| = 1}.
La relative ompaité de l'image de H dans A(C) (f. par exemple [Ch2, 4.6 rem. i.℄)
assure que l'idempotent de Hida e := limn→∞ U
n!
p dénit un élément de A(C). Cela
montre que Cord est en fait l'ouvert fermé admissible de C déni par e = 1. On pourrait
démontrer que κ : Cord →W est ni, et que 'est la bre générique de l'algèbre de Heke
ordinaire de Hida, mais nous n'en aurons pas besoin.
3
Cela existe toujours sauf si x est sur la droite Eisenstein ordinaire et de poids trivial, auquel as on
pose fx = 1 (f. [CM, prop. 3.6.1℄).
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2. Rappels sur la théorie de Mazur-Wiles
Nous rappelons dans ette setion, en les étendant légèrement, quelques résultats dé-
montrés dans [MW℄ (voir aussi [HP℄).
2.1. Soit (A,m, k) un anneau loal noethérien hensélien réduit. On note K =
∏
j Kj
son anneau total de frations, et on suppose donnée ρ = (ρj) : G → GL2(K) une
représentation de trae notée T telle que T (G) ⊂ A, de déterminant dans A. On suppose
que T mod m est somme de deux aratères distints χi : G→ k
∗
, i = 1, 2.
Fixons s ∈ G tel que χ1(s) 6= χ2(s). Le polynme aratéristique de s est sindé dans
A ar A est hensélien, à raines distintes dans haun des Kj . On note λi ∈ A l'unique
raine telle que λi mod m = χi(s). On peut don trouver une K-base de K
2
, e1, e2 telle
que s(ei) = λiei. Une telle base sera dite adaptée à s. On note a, b, c, d les oeients
matriiels de ρ dans ette base, et B et C les sous-A-modules de K engendrés par les
b(g) et c(g′) respetivement.
2.2. Soit I ( A un idéal tel que T mod I soit la somme de deux aratères ψ1, ψ2 :
G→ (A/I)∗, tels que ψi mod m = χi.
Proposition 2. HomA(B,A/I) s'injete dans Ext
1
(A/I)[G](ψ2, ψ1). De plus,
(a) si les ρj sont semi-simples, B est un sous-A-module de type ni de K,
(b) si les ρj sont irrédutibles, alors l'annulateur de B est nul.
Lemme 1. Pour tout g ∈ G, on a a(g), d(g) ∈ A et a(g)− ψ1(g), d(g)− ψ2(g) ∈ I. De
plus, pour tous g, g′ ∈ G, b(g)c(g′) ∈ I.
Preuve: Les éléments T (sg) = λ1a(g) + λ2d(g) et T (g) = a(g) + d(g) sont dans A,
ainsi don que a(g) et d(g) ar λ1 − λ2 est inversible dans A. En réduisant modulo I
les deux relations plus haut, il vient que a(g)− ψ1(g) et d(g)− ψ2(g) sont solutions du
système x + y = 0 et λ¯1x + λ¯2y = 0 qui est inversible dans A/I, ar dans A/m. Cela
onlut le premier point. Le seond point en déoule, ar
(1) a(gg′) = a(g)a(g′) + b(g)c(g′).

Notons b¯ l'image de b dans B/IB. Un onséquene immédiate du lemme 1 est le :
Lemme 2. L'appliation
G −→
(
(A/I)∗ B/IB
0 (A/I)∗
)
, g 7→
(
ψ1(g) b(g)
0 ψ2(g)
)
,
est un morphisme de groupes.
En partiulier, on dispose d'une une appliation A-linéaire
j : HomA(B/IB,A/I)→ Ext
1
(A/I)[G](ψ2, ψ1).
Posons H := ker(ψ1/ψ2).
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Lemme 3. B/IB est engendré omme A-module par les b(h), h ∈ H, et j est injetive.
Preuve: Soit g dans G, un alul montre que
b(sgs−1g−1) =
b(g)
ψ2(g)
(
λ1
λ2
− 1)
dans B/IB. Comme sgs−1g−1 ∈ H , ela onlut le premier point. Soit f ∈ Ker(j), g 7→
f(b(g)) est un obord, don trivial restreint à H . Don f est nulle sur A.b(H) = B/IB
par le premier point. 
Lemme 4. Si les ρj sont semi-simples, B est un A-module de type ni.
Preuve: Comme le A-module B est un quotient de A[ρ(G)], il sut de montrer que
e dernier est de type ni sur A. Comme A[ρ(G)] ⊂
∏
j ρj(A[G]), on peut supposer
que K est un orps. Comme ρ est semi-simple, la trae de M2(K) est non dégénérée sur
K[ρ(G)]. De plus, elle est à valeurs dans A sur le sous-A-module R := A[ρ(G)]. Comme A
est noethérien et R engendre K[ρ(G)] omme K-espae vetoriel, un argument standard
montre que R est de type ni. 
Enn, il est lair que si ρj est irrédutible, Im(B → Kj) est non nulle. Cela ahève la
preuve de la proposition 2. 
2.3. Remarquons que le lemme 1 montre que BC ⊂ m est le plus grand idéal J de A
ayant la propriété que T mod J est somme de deux aratères. On l'appellera l'idéal de
rédutibilité de T .
Corollaire 1. Supposons les ρj semi-simples.
(a) Si dimk(Ext
1
k[G](χ2, χ1)) = 1, alors ρ est dénie sur A. Si de plus l'annulateur de
B est nul, B est libre de rang 1 sur A, et il existe une base adaptée à s dans laquelle
B = A.
(b) Si l'idéal de rédutibilité de T est l'idéal maximal de A et si dimk(Ext
1
k[G](χ1, χ2)) =
dimk(Ext
1
k[G](χ2, χ1)) = 1, alors A est de valuation disrète.
Preuve: Prouvons le (a). Si l'on applique la proposition 2 à l'idéal maximal de A, il
vient que dimk B ⊗A k ≤ dimk(Ext
1
k[G](χ2, χ1)) = 1. Comme B est de type ni par le
lemme 4, dimk B ⊗A k = 1 et don B est un A-module monogène par Nakayama, ainsi
don que son image Bj dans Kj . Posons fj = 1 si Bj = 0 et (fj) = Bj sinon, on a
f := (fj) ∈ K
∗
. Ainsi, quitte à remplaer e2 par f
−1e2, on onlut le (a).
Si pour (i1, i2) = (1, 2) et (2, 1) on a dimk(Ext
1
k[G](χi1 , χi2)) = 1, alors pour les mêmes
raisons que plus haut, B et C sont monogènes, ainsi don que m = BC par hypothèse.
L'anneau A étant réduit, il est don de valuation disrète. 
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2.4. En vue d'appliquer les résultats de ette setion à un groupe topologique, nous
avons besoin d'un sorite de topologie. On onserve les hypothèses du 2.1 et on suppose
que G est un groupe topologique. On suppose de plus que A est un anneau topologique
séparé ayant la propriété suivante : (TOP) le fonteur d'oubli des A-modules topologiques
séparés de type ni vers les A-modules de type ni admet une setion pleinement dèle
munissant A de sa topologie. On xe une telle setion, de sorte que tout A-module de
type ni est muni de la topologie donnée par ette setion. En partiulier, si I est un idéal
de A, on dispose d'une topologie sur A/I. Noter qu'un sous-A-module N d'un A-module
M de type ni est automatiquement fermé, ar M/N est séparé et M →M/N ontinue.
Proposition 3. Supposons que T : G → A est ontinu et que les ρj sont semi-simples.
Alors les ψi : G→ (A/I)
∗
sont ontinus et l'appliation
j : HomA(B/IB,A/I)→ Ext
1
(A/I)[G](ψ2, ψ1)
a son image dans Ext1cont,(A/I)[G](ψ2, ψ1).
Preuve: D'après le lemme 1 et sa preuve, ψ1 oïnide ave a mod I et
a(g) =
T (sg)− λ2T (g)
λ1 − λ2
.
Ainsi, g 7→ a(g), ψ1(g) et ψ1(g)
−1 = ψ1(g
−1) sont ontinus, ar T l'est et par (TOP). Il en
va de même pour ψ2. Cela a don un sens de parler d'extensions ontinues entre ψ2 et ψ1.
Comme B est de type ni par le lemme 4, et que toute appliation A-linéaire B → A/I
est ontinue par (TOP), il ne reste qu'à montrer que b : G → B est ontinue. Soit Bj
l'image de B dans Kj ; 'est un quotient de B, don de type ni sur A. L'appliation
anonique B →
∏
j Bj est injetive et 'est un homéomorphisme sur son image. Il sut
don de vérier que g 7→ b(g)j est ontinue. On peut supposer que K est un orps,
puis que ρ est irrédutible, ar sinon C = B = 0. Soit g′ ∈ G tel que c(g′) 6= 0, la
multipliation par c(g′) induit un homéomorphisme de B sur son image dans A. Il sut
don de vérier que g 7→ c(g′)b(g) ∈ A est ontinue, e qui déoule de e que a l'est et
de la formule (1). 
Une preuve identique à elle du orollaire 1 démontre alors le :
Corollaire 2. Sous les hypothèses de la proposition 3, le orollaire 1 reste vrai s'il on
remplae dans son énoné les groupes d'extensions mis en jeu par leurs sous-groupes
d'extensions ontinues.
Exemple : Soient k un orps loal non arhimédien, X un k-anoide réduit, x ∈ X et
A l'anneau loal rigide en x. On rappelle que l'anneau A est limite indutive ltrante des
A(U) où U est un ouvert anoide de X ontenant x. C'est un anneau loal noethérien
réduit ([BGR, 7.3.2℄) et hensélien ([Be, 2.1℄). On le munit de la topologie loalement
onvexe la plus ne telle que les A(U) → A soient ontinues (f. [S, h. I, E℄), A(U)
étant muni de sa topologie de k-espae de Banah. En partiulier, sim est l'idéal maximal
de A, la projetion anonique A → A/mn est ontinue. Cette topologie fait de A une
k-algèbre topologique, elle est séparée ar A/mn l'est et
⋂
n≥0m
n = {0}. Si M est un
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A-module de type ni et f : An → M une surjetion A-linéaire, la topologie loalement
onvexe quotient de M le munit d'une struture de A-module topologique qui est en
fait indépendante de la surjetion f hoisie, et séparée. On voit failement que toute
appliation linéaire entre deux A-modules de type ni est ontinue. Ainsi, A satisfait
(TOP).
3. La pseudo-représentation portée par C.
3.1. Soient G le groupe de Galois de la sous-extension maximale de Q non ramiée hors
de p, D ⊂ G un groupe de déomposition en p attahé à un plongement Q →֒ Qp que l'on
xe. On note Z ⊂ C(Qp) l'ensemble des points lassiques de C. Par dénition z ∈ Z si,
et seulement si, χ(z) est le système de valeurs propres d'une forme modulaire lassique
sur X1(p
n) pour un ertain entier n ≥ 0. Les formes modulaires apparaissant ainsi sur C
sont exatement elles qui ne sont pas superuspidales en p. On sait que l'ensemble des
points fermés de C ainsi obtenu est très Zariski-dense dans C.
3.2. À haque z ∈ Z est assoiée, par les travaux de Eihler-Shimura, Igusa, Deligne,
une unique représentation semi-simple ontinue
ρz : G→ GL2(Qp),
ayant la propriété que la trae d'un Frobenius géométrique en l 6= p est Tl(x). La om-
paité relative de l'image de H dans A(C), et le fait que A(C) est réduit, entraînent que
la trae x 7→ tr(ρx) de es représentations se prolonge analytiquement en une unique
pseudo-représentation ontinue de dimension 2 :
T : G→ A(C),
satisfaisant T (Fl) = Tl. En partiulier, pour tout x ∈ C(Qp), il existe
4
une unique
représentation semi-simple ontinue ρx : G → GL2(Qp) dont la trae est l'évaluation
en x de T . En partiulier, un point x ∈ C(Qp) est uniquement déterminé par le ouple
(ρx, Up(x)).
3.3. Si x ∈ C(Qp), on sait que le polynme de Sen de (ρx)|D est T (T − dκ(x) + 1), où
dκ(x) désigne la dérivée en 1 du aratère de Z∗p assoié à κ(x). Par les travaux de Kisin
([K, thm. 6.3℄), on a
Dcris((ρx)|D)
ϕ=Up(x) 6= 0.
4
En fait, si x ∈ C(F ), alors ρx est dénie sur F . Cela vient de e que ρx(Frob∞) a pour polynme
aratéristique (X − 1)(X + 1), don l'obstrution à ne pas être dénie sur F est nulle.
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4. Points rédutibles de C
4.1. Points Eisenstein. Commençons par dénir les points Eisenstein ritiques de C.
Soient k ≥ 2 un entier et ε : Z∗p → Q
∗
p un aratère d'ordre ni tel que ε(−1) = (−1)
k
, de
sorte que w = (x 7→ xkε(x)) ∈ W(Qp). On suppose que k 6= 2 si ε = 1. Il existe (f. [Mi,
thm. 4.7.1℄) une unique forme modulaire lassique, propre pour H, de q-développement
Ecritw := q +
∑
n≥2
anq
n, ap = p
k−1, al = ε(l) + l
k−1 si l 6= p.
Soit F := Qp(ε(Z
∗
p)). La forme E
crit
w dénit don un unique F -point de C que l'on note
xw, on a κ(xw) = w. Il est lair que ρxw = ε ⊕ F (1 − k). Un tel point de C sera dit
Eisenstein ritique.
Soit ζp : W\{1} −→ A
1
la fontion zêta p-adique de Kubota-Leopold. Si w 6= 1,
Il existe une unique forme modulaire suronvergente, ordinaire et propre pour H, de
q-développement (f. [Co1, B1℄) :
Eordw := ζp(w)/2 + q +
∑
n≥2
anq
n, ap = 1, al = 1 + w(l)l
−1 si l 6= p.
On pose de plus Eord1 := 1. Soit F := Qp(w(Z
∗
p)). On notera yw le F -point de C (en
fait du lieu ordinaire Cord) orrespondant. Un point de la forme yw sera dit Eisenstein
ordinaire. Les yw sont en fait l'ensemble des points d'un fermé Zariski C
eis ⊂ Cord, la
droite Eisenstein (f. [CM, 2.2℄), tel que κ induit un isomorphisme Ceis →W.
Remarques :
i) Un point yw ∈ C
eis
est dans C0 si, et seulement si, ζp(w) = 0. Ainsi, C
eis ∩C0 est non
vide si, et seulement si, p est un nombre premier irrégulier. En général, Ceis ∩ C0 est ni
ar ζp n'a qu'un nombre ni de zéros sur W.
ii) Rappelons (f. 1.3, [CM, 3.6℄)) que Cord = Ceis∪C0,ord est un ouvert fermé de C, et
que C0,ord est d'équidimension 1. Comme Ceis ≃ W est lisse, un point x ∈ Ceis est singulier
vu omme point de C si, et seulement si, il est dans C0, ou enore si, et seulement si,
κ est de degré > 1 en x. Vérions que ela ne se produit pas aux points lassiques de
Ceis, i.e. aux yw tels que w = (x 7→ x
kε(x)) ave k ≥ 1 et ε(−1) = (−1)k. Il sut de
vérier que ζp(w) = Lp(1− k, ε) (f. [Co1, B1℄ pour la notation) est non nul, mais ela
vient de e que la fontion L de Dirihlet L(s, ε) ne s'annule pas en s = k si k ≥ 1 et
ε(−1) = (−1)k.
4.2. Points rédutibles de C. Un point x ∈ C(Qp) est dit rédutible si ρx l'est.
Proposition 4. L'ensemble des points rédutibles de C est exatement l'ensemble des
points Eisenstein.
Preuve: Soit x un point de C(Qp) tel que ρx = χ1 + χ2 est somme de deux ar-
atères (automatiquement ontinus). D'après [K, thm. 6.3℄, pour i = 1 ou 2, on a
Dcris(χi)
ϕ=Up(x) 6= 0. Supposons que i = 1, quitte à les renuméroter. Le aratère (χ1)|D
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est don ristallin de poids k − 1 := v(Up(x)) ∈ N (ar |Up(x)| ≤ 1 pour tout x dans C).
D'autre part, χ1 est non ramié hors de p, 'est don Qp(1 − k). Comme les poids de
Hodge-Tate-Sen de ρx sont 0 et dκ(x)− 1, il y a deux possibilités :
- Si v(Up(x)) > 0, alors k ≥ 2. Il vient que ε := χ2 est un aratère de poids 0, don
d'ordre ni. Comme E2 n'est pas suronvergente d'après [CGJ℄ (f. aussi la disussion
dans l'appendie de [Ch1℄), k = 2⇒ ε 6= 1. Ainsi, x est de la forme xw.
- Si v(Up(x)) = 0, alors χ1 est le aratère trivial et don χ2 = det(ρx). Ainsi, x est de
la forme yw. 
La démonstration i-dessus montre de plus que
Proposition 5. L'ensemble des x ∈ C(Qp) tels que v(Up(x)) 6= 0 et (ρx)|D est rédutible
est disret, omposé de x tels que v(Up(x)) = dκ(x)− 1 est un entier stritement positif.
5. Lissité de C aux points rédutibles non ordinaires
5.1. Rappels de ohomologie galoisienne. Soient k ≥ 2 un entier, ε : Z∗p → Q
∗
p
un aratère d'ordre ni tel que ε(−1) = (−1)k, et F := Qp(ε(Z
∗
p)). On onsidère le
aratère de G
χ := F (k − 1)⊗ ε,
et on fait l'hypothèse que χ 6= F (1). On rappelle le as partiulier suivant onnu des
onjetures de Bloh-Kato (f. [BK℄, [FP℄) pour les fontions L de Dirihlet5 :
dimF H
1
f (Q, χ) = ords=2−kL(s, ε
−1) = 1
dimF H
1
f (Q, χ
−1) = ords=kL(s, ε) = 0
Les égalités de droite proviennent de l'équation fontionnelle des aratères de Dirih-
let, et de e que L(s, ε−1) n'a ni zéro ni ple en s = n entier si ε 6= 1 et n ≥ 1 ou si
ε = 1 et n ≥ 2. Les égalités de gauhe déoulent de manière standard des travaux de
Soulé ([So℄). Notons que omme χ 6= Qp(1), H
1
f (Qp, χ) = H
1(Qp, χ) est de dimen-
sion 1 et H1f (Qp, χ
−1) = 0. En partiulier, H1f (Q, χ) = H
1(G, χ) et H1f (Q, χ
−1) =
Ker(H1(G, χ−1) → H1(Qp, χ
−1)). Il est lair d'autre part que H1(G, χ−1) est non nul
(ela déoule par exemple de la formule pour la aratéristique d'Euler globale). En
réapitulant, on obtient la :
Proposition 6. i) Pour H = G et Gal(Qp/Qp), on a
dimF (Ext
1
cont,F [H](ε, F (1− k))) = dimF (Ext
1
cont,F [H](F (1− k), ε)) = 1.
ii) L'appliation de restrition
Ext1cont,F [G](ε, F (1− k)) −→ Ext
1
cont,F [Gal(Qp/Qp)]
(ε, F (1− k))
est un isomorphisme.
5
Tous les groupes de ohomologie galoisienne onsidérés dans ette setion sont sous-entendu en
ohomologie ontinue.
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5.2. Dans e qui suit, on se xe un point Eisenstein ritique x := xw, w : z 7→ z
kε(z).
On a xw ∈ C(F ) où F = Qp(ε(Z
∗
p)). On hoisit un F -voisinage Ω de x omme en 1.2
proposition 1. Soit A l'anneau loal rigide de Ω en xw et nommons enore T : G → A
le pseudo-aratère induit par T . L'anneau A est une F -algèbre topologique (f. 2.4) et
T : G→ A est ontinu par dénition de la topologie sur A et 3.2.
Si m désigne l'idéal maximal de A, on a A/m = F et par onstrution
T mod m = ε+ F (1− k),
de sorte que T est résiduellement somme de deux aratères, distints une fois restreints à
D. De plus, d'après la théorie des pseudo-représentations de Wiles, il existe une représen-
tation ρ = (ρj) : G→ GL2(K) de trae T , où K est l'anneau total de frations de A (f.
2.1) et les ρj sont semi-simples. On pose χ1 := F (1− k) et χ2 := ε.
Fixons un s ∈ D omme au 2.1 et hoisissons une base s-adaptée de K2. Cette base
nous permet de dénir B, C (resp. Bp, Cp) omme en 2.1 assoiés à ρ (resp. ρ|D). On a
Bp ⊂ B et Cp ⊂ C.
Lemme 5.
(a) Les (ρj)|D sont irrédutibles,
(b) ρ est dénie sur A, et quitte à hanger de base adaptée à s, Bp = B = A. De plus,
Cp et C sont libres de rang 1 sur A.
Preuve: Vérions le (a). Soient A(Ωj) l'anoide image de A(Ω) dans Kj, Ωj ⊂ Ω le
fermé Zariski ontenant x orrespondant (il est d'équidimension 1), et Tj l'image de T
dans A(Ωj). Si (ρj)|D est rédutible, les images de Bp et Cp dans Kj sont nulles. Il vient
que (Tj)|D est identiquement somme de deux aratères, e qui est absurde d'après la
proposition 5.
D'après (a) et la proposition 6, le orollaire 2 (a) s'applique à ρ et nous donne une base
adaptée à s dans laquelle B = A. En partiulier, ρ est dénie sur A. De même, il vient
que C, Bp et Cp sont libres de rang 1 sur A. De plus, on a un diagramme ommutatif
Ext1cont,F [G](ε, F (1− k)) // Ext
1
cont,F [Gal(Qp/Qp)]
(ε, F (1− k))
HomA(B,A/m)
j
OO
can
// HomA(Bp, A/m)
j
OO
La èhe du haut est un isomorphisme entre F -espaes vetoriels de dimension 1 d'après
la proposition 6, et les èhes vertiales sont des isomorphismes d'après e que l'on vient
de voir. Il vient que la èhe du bas est un isomorphisme, ainsi don que l'inlusion
Bp ⊂ B d'après le lemme de Nakayama.
5.3. On se plae dénitivement dans la base adaptée donnée par le lemme i-dessus, i.e.
Bp = B = A. En partiulier, C = BC ⊂ m (resp. Cp = BpCp) est un idéal de A : 'est
l'idéal de rédutibilité de T (resp. T|D) en xw.
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Théorème 1. A est de valuation disrète et C est l'idéal maximal de A.
En partiulier, C est lisse en xw. D'après le orollaire 2 (b), qui s'applique par le lemme
5 (a) et la proposition 6, il sut de montrer la seonde assertion. Un ingrédient ruial
est la onséquene suivante de [K℄ :
Lemme 6. Soit J ⊂ m un idéal de odimension nie de A, alors Dcris(ρ|D ⊗ A/J)
ϕ=Up
est libre de rang 1 sur A/J .
Preuve: Tout d'abord, notons que la trae de la représentation (à omposantes générique-
ment semi-simples) ρ : G → GL2(A) tombe dans l'anneau noethérien A(Ω). Par un
argument standard déjà donné dans le lemme 4, A(Ω)[ρ(G)] est de type ni. Or A est
limite indutive des A(Ω′) où Ω′ parourt les voisinages de x de dans C. Ainsi, quitte à
rétréir Ω on peut supposer que ρ provient d'une représentation ontinue
ρ∗ : G→ GL2(A(Ω)),
par A(Ω) → A. Quitte à restreindre enore Ω, on peut de plus supposer qu'il existe un
idéal J∗ de A(Ω) tel que J∗A = J et l'appliation anonique A(Ω)/J∗ → A/J est un
isomorphisme.
Le polynme de Sen (f. [Se℄) de ρ∗ est lairement de la forme T (T−dκ+1) ∈ A(Ω)[T ].
On peut don appliquer la proposition 5.4 de [K℄ à X = Ω, Y = Up et M = A(Ω)
2
muni de l'ation de D via ρ∗. Par (2), Xfs ontient tous les points lassiques de Ω, qui
sont Zariski-denses dans Ω. Comme 'est un fermé Zariski, Xfs = Ω. On applique alors
enore (2) et la remarque 5.5. (1) à f : Specmax(A(Ω)/J∗)→ Ω, qui est Y -small ar de
odimension nie, et se fatorise par Ωdκ−j pour tout j ≤ 0 ar dκ(xw)− 1 = k − 1 > 0.
Cela onlut. 
5.4. Terminons la preuve. L'idéal C est libre de rang 1 dans l'anneau loal noethérien
A qui est d'équidimension 1, il est don de odimension nie d'après le Hauptidealsatz.
Notons que r := ρ⊗A/C est par onstrution une extension
0→ (A/C).ψ1 → r → (A/C).ψ2 → 0,
où ψ1 (resp. ψ2) est la rédution modulo C de la fontion a (resp. d). Par onstrution,
les ψi : G→ (A/C)
∗
sont des aratères ontinus (f. proposition 3), tels que
ψ1 mod m ≡ F (1− k), ψ2 mod m ≡ ε.
Considérons la suite exate de A/C-modules :
0→ Dcris((ψ1)|D)
ϕ=Up → Dcris(r|D)
ϕ=Up → Dcris((ψ2)|D)
ϕ=Up
Le lemme 6 implique que le terme entral est libre de rang 1. Comme ψ2, vu omme
F -représentation, est une extension suessive de aratères égaux à ε et que
Dcris(ε)
ϕ=Up(x)=pk−1 = 0,
le terme de droite est nul. De plus, la dimension sur F du terme de gauhe est ≤
dimF (A/C). Il vient don queDcris((ψ1)|D)
ϕ=Up
est libre de rang 1 sur A/C. Cela implique
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que (ψ1)|D(k− 1) est ristallin de poids 0, don non ramié. En partiulier, le polynme
de Sen de r|D vaut T (T − k + 1), et don κ ≡ k ∈ A/C, i.e. (κ − k) ⊂ C. Comme le
aratère ψ1(k − 1) est d'autre part non ramié hors de p, il est identiquement trivial,
puis
ψ1 = (A/C)(1− k), Up ≡ p
k−1 ∈ A/C, et ψ2 = ε.(A/C).
Le dernier point de la proposition 1 implique alors que A/C = F , i.e. C est l'idéal
maximal de A. 
Remarques :
i) Une onséquene du lemme 5 (b) et de la première partie de la preuve du lemme 6
est que le lieu non ordinaire de C est admissiblement reouvert par des ouverts anoides
sur lesquels T est la trae d'une vraie représentation de G ('est aussi une onséquene
simple du théorème 1, f. la remarque suivant [CM, thm. 5.1.2℄).
ii) Le théorème 1 montre que le diviseur de rédutibilité de T est réduit. Est-il elui
d'une fontion globale sur C ?
6. Détermination de Cp et régulateurs p-adiques
6.1. Soit xw ∈ C(F ) un point Eisenstein ritique omme dans la setion préédente.
On reprend de plus les notations préédentes pour A et Cp. Soient χ = F (k − 1)⊗ ε le
aratère de G orrespondant à w ∈ W(F ), et w∗ := (z 7→ z2−kε−1(z)) le poids du point
Eisenstein ordinaire yw∗ de C(F ) jumeau à xw.
Théorème 2. Cp = (κ− k) et κ a même degré en xw qu'en yw∗.
Preuve: La démonstration du 5.4 i-dessus appliquée à Cp plutt qu'à C montre
enore que (κ − k) ⊂ Cp. Nous avons don que (κ − k) ⊂ Cp = BpCp, e dernier étant
l'idéal de A de rédutibilité de T|D. D'après la remarque débutant le 2.3, il sut don
de montrer que T : D → A/(κ−k) = H(xw) est somme de deux aratères. Le as limite
du ritère de lassiité de Coleman [Co2, or. 7.2.2℄, [Co3℄, montre que l'opérateur θk−1
induit un isomorphisme H⊗Z F -équivariant :
(2) M(yw∗)⊗F ν
k−1 ∼→ M(xw),
où ν : H → F est le morphisme d'anneaux déni par Tl 7→ l, Up 7→ p. En partiulier,
vue la proposition 1 b), ela prouve la seonde assertion du théorème et montre que l'on
dispose d'un isomorphisme de F -algèbres loales
H(yw∗)
∼
→H(xw),
qui est un morphisme de H-algèbres s'il on tord l'appliation naturelle H → H(yw∗) par
νk−1. D'après le théorème de Cebotarev, on en déduit que via l'identiation i-dessus,
les pseudo-aratères déduits de T par évaluations, T : G → H(xw) et T (1 − k) : G →
H(yw∗), sont égaux. Mais sur le lieu ordinaire C
ord ⊂ C de C, qui est un ouvert admissible
de C ontenant yw∗, T|D est rédutible. En eet, il est même somme du aratère non
ramié χ : D → A(C)∗ envoyant un Frobenius géométrique sur Up et de χ
−1 det(T ). Cela
onlut. 
En partiulier, nous avons montré le :
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Corollaire 3. La restrition à D de la représentation ρ : G → GL2(H(xw)) est une
extension de H(xw)(ε ⊗ u
−1) par H(xw)(1 − k) ⊗ u, où u est le aratère non ramié
D → H(xw)
∗
envoyant le Frobenius géométrique sur Up/p
k−1
.
6.2. Il ne semble ependant pas possible d'en déduire que ρ est onstante, i.e. que Cp
est l'idéal maximal de A. Cela vient de e que l'on ne sait pas si le morphisme régulateur
H1(G, χ)→ H1(Qp, χ) est trivial ou non. Conernant e morphisme on a en fait le :
Théorème 3. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) κ est étale en xw,
i') dimF M(xw) = 1,
ii) L'appliation naturelle H1(G, χ)→ H1(Qp, χ) est un isomorphisme,
iii) ζp(w
∗) 6= 0.
Preuve: On a déjà vu que i) est équivalent à i') (f. proposition 1 b)). De plus, on
montre omme dans le lemme 5 que ii) est équivalent à e que Cp = C. Mais ei est
équivalent à e que (κ− k) soit l'idéal maximal de A d'après les théorèmes 1 et 2. Cela
montre l'équivalene de i) et ii). L'équivalene entre ii) et iii) est bien onnue, nous allons
la redémontrer ii en vériant elle de i) et iii). D'après (2), κ est de degré 1 (i.e. étale)
en xw∗ si, et seulement si, κ est de degré 1 en yw∗ ∈ C
eis
. Mais d'après les remarques 4.1
i) et ii), ei se produit si, et seulement si, ζp(w
∗) 6= 0. 
Il est ommunément onjeturé que les propriétés ii) et iii) équivalentes i-dessus sont
satisfaites, ainsi don que i), i'). Si p est un nombre premier régulier, elles sont toujours
satisfaites.
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